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ESERCIZIO 1

Si risolva I’equazione di Laplace per il potenziale cinetico nel seguente dominio piano:
xXe [0;+oo); y € (—o0;+0)
con le condizioni al contorno:
9(0,y)=5(y) (delta di Dirac)
potenziale convergente all’infinito

SOLUZIONE

L’equazione di Laplace nel dominio considerato ¢:

Si ipotizza I’esistenza di una soluzione elementare del tipo:
0*(x,)=X ()Y (y)
per cui si ha:
‘(xy) o*(xy ‘X Y 1d°X 1d%Y
8(2 )+8(2 )=0:>Yd > +Xd 2:0:>—d > +—d - =
Ox oy dx dy X dx~ Ydy
nell’ultima espressione si ha la somma di due funzioni indipendenti uguali a zero. Questo ¢
possibile solo se entrambe sono costanti reali a somma nulla, per cui I’equazione diventa:

0

k=0
1 d°X d*Xx X=Clx+02:>(0*=(Clx+cz)(c3y+c4)
— =k —kX =0 dove a erealeo
X dx’ dx’ Y=cy+c¢, . .
Ly = Iy = (k20 immaginario puro
—— =k ~+kY =0 " e . tax taiy (a* =k).
Y dx dx X=4e"+4,e" =¢p =C(a)e‘ e

Y= A3e‘"y +A4e_”iy

Le soluzioni complessive possono essere dunque espresse come combinazione lineare di termini del
tipo:
@ (2) 3)
tax _taiy taix tay
(c1x+cz)(c3y+c4) e e e e
dove ora a ¢ reale e positivo.

Nel caso considerato, non tutte le soluzioni sono accettabili; andranno scartate le soluzioni che
tenderanno a infinito per x o y che tendono a infinito:
e x puo tendere a +oo: va scartata la soluzione lineare (1) e dal termine (2) andra tolta la
possibilita che I’esponenziale consentente x sia moltiplicato per un coefficiente positivo;
e y puo tendere a +oo: il termine (3) va scartato interamente perché contiene un esponenziale
reale in y.

La soluzione generica valida sara dunque un integrale su a dei termini validi, moltiplicati per un
coefficiente:



ol [ Clak e

—00

Ora si puo applicare I’ultima condizione al contorno (di Dirichelet):

go(O,y) = J-ij(a)e_‘a‘Oeaiyda _ jij(a)e“’yda _ 5()/)
dalla formula per I’inversione delle trasformate di Fourier si ottiene:

1 o —ar _L —ar _L
C(a):ELO&y)e “dy = 27;6 Y 0" 2.

Sostituendo nell’espressione del potenziale e risolvendo:

o(x,y)= J‘j:i e e da = i(j_ome”"e”’yda + J:w e“xe“[yda) =

= i(ffa(my)da + J'0+°° ea(xﬂ‘y)da) = i{x 41_ 5 [ea(my)]:o - x1+ - [ea(xﬂ'y)]ng

poiché x > 0, 1 termini esponenziali valutati all’infinito si annullano, per cui:
1 1 1 1 2x I x
(D(X, J/) = -

2\ x+iy —x+iy A +y° X +y°
Il risultato ¢ dunque reale, come ci si poteva aspettare, essendo il problema trattato di natura fisica e

non pura speculazione matematica.

NOTA: I’espressione trovata del potenziale:
X

1
Q)(xay)_;xz +y2

corrisponde a quella di una “doppietta” (o dipolo) posto nell’origine e orientato secondo il verso
positivo dell’asse x.

ESERCIZIO 2

Si risolva I’equazione di Laplace per il potenziale cinetico nel seguente dominio piano:
xXe (— oo;+oo); Ve [0;1]
con le condizioni al contorno:
¢(x,0)=5(x) (delta di Dirac)

_6¢ x1)=0
a (’)

potenziale convergente all’infinito

SOLUZIONE
L’equazione di Laplace nel dominio considerato ¢:
o’p 0'¢p
V2§0 = 8_2 + ? =0

La soluzione piu generica ¢ costituita da una combinazione lineare di termini del tipo:



M () €)
tax _taiy eiaixeiay

(cx+eNey+e,) e
dove ora a ¢ reale e positivo (per la trattazione completa si veda 1’esercizio 1).

Nel caso considerato, non tutte le soluzioni sono accettabili; andranno scartate le soluzioni che
tenderanno a infinito per x che tende a infinito:
e x puo tendere a +oo: va scartata la soluzione lineare (1) e il termine (2) va scartato
interamente perché contiene un esponenziale reale in x.

La soluzione generica valida sara dunque un integrale su a dei termini validi, moltiplicati per dei
coefficienti:

o(x.y)=[(C/(ae™e” +Cy(a)e™ e Ja.

Ora si puo applicare la prima condizione al contorno (di Dirichelet):

(p( 0)= J‘ ( ()em a0 it aO)d J‘+°C ))eaixda=5(x)

dalla formula per I’inversione delle trasformate di Fourier si ottiene:

1 e —aix 1 —aix 1
Cl(a)+C2(a)=E_[w5(x)e dnge 0T

si ha quindi una prima condizione sui due coefficienti.

Si applica quindi la seconda condizione (di Neumann):

8(p(x1) J-j:(aCl(a) o' —aC,(a)e"™ e )da 0

Oy
dalla formula per I’inversione delle trasformate di Fourier si ottiene:

aC (a)e’ —aCy(a)e™ =0=C,(a)e" = C,(a)e™
(si ricordi: a # 0, poiché a deriva dalla k dell’equazione di Laplace — si veda eventualmente
I’esercizio 1) e si ha quindi una seconda condizione sui due coefficienti.

Recuperando le condizioni trovate si ha:
1

C,(a)+ C,(a)=—— C\la)= 27l +1)

2r ==

C(a)e” =aC(ake™ q(@:mﬁ

e sostituendo nell’espressione del potenziale si ha la soluzione cercata:

e_ay aixd
J. m[Zﬂ e +1 27[(62“ +1)je .

che non € risolvibile in forma chiusa ma solo numericamente.

ESERCIZIO 3

Si risolva con il metodo della separazione delle variabili I’equazione di Laplace per il potenziale
cinetico nel caso delle coordinate sferiche.



SOLUZIONE

E’ nota I’espressione del laplaciano in coordinate sferiche:
2
Vzgoszi r28—¢ + 21. o sin98—¢ +— .12 8(/2)=
r°or or ) r°sinf 06 060 ) r°sin“6 0¢
Si ipotizza I’esistenza di una soluzione elementare del tipo:

0*(r.0.4)=R(r)0(0)0(¢)

per cui si ha:

@cba(zaRj RO a(. a®j RO 0D
— | |t —|sinf — |+ —5——; =
r- or or r-sin” @ 0¢

r*sin@ 06 06

si divide per RO® e si moltiplica per r%; le derivate parziali diventano derivate totali data la
dipendenza delle funzioni argomento delle derivate da una sola variabile:

2
[IT/RELAN S ¥ O N

Rdr\' dr) ©sind do do ) ®sin’0 dg®
Rimaneggiando I’espressione si puo scrivere:
ld(zdR] 1 d(. d@] 1 d*®
——|r— = ———|sinf — —
R dr dr ®sinf dO de ®sin“ 0 dg
termine dipendente termine dipendente termine dipendente
dallasola r dallasola @ dafeg

Una funzione che dipende solo da r puo essere uguale a una funzione che non dipende da » solo se
tale funzione ¢ costante. Pertanto si pone:

li r2d_R =4
R dr dr

L’altra parte dell’equazione diventa:

1 d(. ,dO 1 d’d
——|sinf — |+ —————=-4
®sinf db6 df) @sin"6 d¢
Moltiplicando per sin”@ e rimaneggiando i termini si ha:
2
% i(sinea—(aj + Asin® 0 = _Ld ?
Osinf do 06 ® dg
termine dipendente  termine dipendente termine dipendente
dallasola dallasola @ dallasola ¢

Ancora una volta, una funzione che dipende solo da & puo essere uguale a una funzione che non
dipende da @ solo se tale funzione ¢ costante. Pertanto segue che:
? 4 siné’al—® + Asin’@=m
®sinf db6 do
1 d’®
P =m
® deo’

I1 sistema complessivo delle equazioni viene dunque ad essere:



ldf.dr)_,

R dr dr

! i(sin@ d—®j+Asin26’ =m
do

®sind do
1 d*®

_ :m
® d¢’

La trattazione delle soluzioni della seconda equazione ¢ piuttosto complicata; si sappia che il
risultato consiste nei cosiddetti “polinomi di Legendre” in cosé, che sono descrivibili con la formula
di Rodrigues; se ne scrivono i primi tre a titolo di esempio:

Py (cos(0))=1

P (cos(@))=cos®

2
O

Un altro risultato di questa analisi ¢ che si hanno soluzioni solo per valoridi 4 = n(n - I),conn
naturale. Pertanto la prima equazione diventa:

2

i rzd—R —AR:0:>r2d §+2rd—R—n(n—l)R=O

dr dr dr dr

che si risolve con il cambio di variabile di Eulero:
d_1d

r=e' =dr=rdt= dr2 vt 2
d ld(ldj ld{_td] 1d 1d
—_— D = — | =4 ——
dr* rdt\rdt) rdt dt rrdt ot dt’

e quindi:

2
d §+d—R—n(n—l)R=0
dt dt

si procede calcolando la radice del polinomio caratteristico:

—1£1+4n" +4n :—li(2n+1):{n

P +A-nln-1)=0=> 1=
2 2

si trovano le soluzioni, esprimibili come:
R(r)=ae" +be " = ar" + br!

-n-—1

La soluzione della terza equazione differenziale (quella in ¢) non presenta particolari difficolta: le
soluzioni saranno degli esponenziali.

Scrivendo quindi la soluzione elementare, essa sara della forma:

0 *(r,0,9)= R(n,r)0(0,m,n)d(¢,m)

e si puo arrivare a dimostrare che la soluzione generale sara:

~+00

o(r,0,4)= Z(}/(n,m)?(n,m,@ﬁ)r‘"‘ + 5(n,m)§2(n,m,l9,¢)r_‘"‘_l) conm,neZ

n,m=-ow



dove e .7 sono funzioni che includono in sé i polinomi di Legendre e le soluzioni in ¢. La cosa

importante da notare ¢ che 1 termini che sono moltiplicati per i coefficienti y “scoppiano” nei
problemi esterni (quando  tende a infinito), mentre quelli moltiplicati dal J “scoppiano” nei
problemi interni (per » che tende a 0). Inoltre, si nota che anche in coordinate sferiche sara possibile
sfruttare il metodo delle immagini; ad esempio:

. . 1 (1 . .
se ¢(r) ¢ soluzione del problema interno = ¢'(r) = —(p(—j ¢ soluzione di un problema esterno.
ro\r

ESERCIZIO 4

[lustrare come sia possibile risolvere, con il metodo delle immagini, il problema bidimensionale di
una corrente uniforme che investe un cilindro, con una parete parallela alla corrente asintotica
distante / dal centro del cilindro (si supponga 1’origine degli assi nel centro del cilindro).

E’ noto che sommando un potenziale e il suo potenziale immagine (rispetto alle coordinate polari)

si rispetta la condizione di Neumann di non penetrazione sul cilindro di raggio R; infatti:
2

se p(r)¢é soluzione = ¢'(r)= gz{R—J ¢ soluzione
r

o0lr) . ) ool oo )17 _ool) B o7 )

or or or 8( sz j or or P’ 8( Rf2 j
r r

che ¢ nullo nel caso di » = R, poiché:

o0(r) 8(’)@2]

SOLUZIONE

o N
5(40“/))—

Allo stesso modo, sommando ad un potenziale (in coordinate cartesiane) un potenziale simmetrico
rispetto ad un asse, si avra rispetto della condizione di Neumann di non penetrazione sull’asse
stesso. Si pensi, per capire meglio questo concetto, che in corrispondenza dell’asse le componenti di
velocita normale si cancelleranno sommandosi, in quanto uguali in modulo e di verso opposto.



Il metodo per trovare la soluzione al problema proposto consiste in una serie (convergente) di
iterazioni:

1)
¢, (r,0)¢ il potenziale della corrente asintotica =

2

=@, (r, 0 ) =@, (r, 9) +¢, (R— , 0] rispetta la condizione sul cilindro.
r

2)
@,(7,0)= ¢, (x, y) (si cambiano le coordinate) =
= 0, (x, y) =g, (x, y)+ o, (x,2h - y)rispetta la condizione sulla parete.

Si pensi che y’ = 24 — y ¢ ’equazione della simmetria rispetto all’asse y = — 4. La nuova soluzione
tuttavia non rispetta piu la condizione sul cilindro! E’ necessario quindi un altro passo:

3)
o, (x, y) =0, (r, 0) (si cambiano le coordinate) =

R . . .
= @, (r, 9) =0, (r, 9) + o, (— , HJ rispetta la condizione sul cilindro.
r

Ancora: la nuova soluzione non rispetta piu la condizione sulla parete! E’ necessario quindi un altro
passo, simile al passo 2.

Tutti 1 passi pari sono uguali fra loro, cosi come tutti 1 passi dispari. Il metodo porta quindi alla
soluzione tramite il calcolo della somma di una serie.

ESERCIZIO 5

Risolvere il problema aerodinamico all’interno del cerchio unitario con la seguente condizioni al

contorno:
1 per0<f<rm
vlh0)-
-1 perr<O<2m
prima con la formula di Green e poi con quella di Schwarz.

SOLUZIONE

E’ nota la formula di Green:

w(r,.0,)= §(l//(r0)a(;(%r090) ~6(r,0,r,, eo)él//(r,e)j Jl
n on

Per la soluzione del problema proposto (condizioni di Dirichlet) ¢ necessaria una funzione di Green
che si annulli sul contorno; 1 requisiti di G saranno dunque:

G r=1 y 0
VG =5(F-7)
Si puo dimostrare che la seguente funzione rispetta tali condizioni:

10



G(r,@,ro,é’o):iln\/(rcose—ro 00590)2 +(rsin9—r0 siné’o)2 -

2 . 2
_Lln\/[cosé’ -, cos&oj +(sm9 — 71 sin&o}
2 r r

Nota: I’eventuale funzione di Green per un analogo problema con condizioni di Neumann sarebbe:

G(r,H,rO,GO):%In\/(rcose —1, 086, +(rsin@ —r,sinf, |’ +

2 . 2
+Lln\/(cosé’ -, cos&o} +(ﬁ—ro siné’oj
2r r r

Procedendo dunque con i calcoli, si ha la necessita di calcolare la derivata di G che compare nella
formula:

0G 0G 1 2rcos’@+2rsin’ @ —2r, cosfcosb, —2r, sinfsin b,

on or 4 (rcos@—r,cosb, ) +(rsin@—r,sing, |

1 21cos2 0+ lein2 0 —2r,cosfcosf, —2r,sinfsinb,

+ r r
4’ cos® > (sin@ Y
—r,cos6, | + —1,sing,
r r
tale derivata ¢ valutata sul contorno, pertanto in » = 1:
oGl 1 1-7,cosfcosb, —r,sinfsinb, 1 1-r,cosfcos, —r,sinfsind,
or|_, 2ml+r]—2rcosf@cosf,—2r,sinfsinf, 27 1+r, —2r, coscosb,—2r,sindsinb,

1 1-rcosfcosf,—r,sinfsinf,

7 1+7] —2r, cosfcos, —2r, sin@sinb,

Inserendo quindi nella formula di Green si ottiene:
’//(” 060 ) =
_L
T

Jvr 1 -7, cos@cosf, —r,sinfsinb, d@—rﬂ 1-r,cos@cosf, —r,sinfsinb, d@]
ma tale integrale risulta di difficile soluzione.

0 147 —2r, cos@cosb, — 2, sin@sin b, = 1+1, —2r,cos@cos, — 21, sin@sin b,

E’ nota la formula di Schwarz del potenziale complesso per il problema interno:
1 z+z, dz
Fley)= L fRel(p(2) 2720
7z 0

Tuttavia la condizione data riguarda la funzione di corrente, pertanto la parte immaginaria del
potenziale complesso. Con un banale trucco pero ci si puo ricondurre alla formula nota: infatti se ¢
vero che:

Im(F)=—Re(iF)

allora si potra dire che

~iF ()= fim(F()

z+z, dz z+z, dz

= Fz) = fm(F ()

z—2z, z z—-2z, z

11



Si consideri inoltre che (sul cerchio unitario):
; i : dz .
z=e’ = dz=ie’d0=izd0 = —=id6
z
Si puo procedere dunque all’integrazione:
| prz+zydz 1 prrz+zydz 1 pné +z0

Flz,)=—
(O) 2r0 z—z, z 277 z—z, z 2790 ¢

. i0 i0
L 36 Y VI o S
T2 -z, 27\ e -z,

22 e +zo

d&—— zd@z

= L[gln(e“9 -z )—GT —L{gln(eig -z )—6’}2” =
2w i ° o 2mli ° .
—L(gln(—l—zo)—gln(l—zo)+7z—zln(l—zo)wt%ln(—l—zo)—izj=
2\ i I i i
:gh{q—ﬂ
Vs -2z,
da cui:
w<zo>=%1m[1n[‘l‘%}]=3<arg<—1—zo>—arg<1—zo>>
T 1-z, T

Si noti come con la formula di Schwarz si sia arrivati molto facilmente alla soluzione analitica del
problema, cosa che sarebbe stata possibile anche con la formula di Green ma con molta piu fatica.

ESERCIZIO 6

Ricavare una funzione di Green bidimensionale che sia utile per condizioni al contorno di Dirichelet
(e poi di Neumann) sul cerchio di raggio R.

SOLUZIONE

Si parte dalla funzione di Green di spazio libero:

G(r,@,ro,ﬁo):iln\/(x—xo)2 +(y-») :iln\/(rcosﬁ—ro cosf, ) +(rsin@—r,sind, )’

Con il noto metodo delle immagini ¢ possibile trovare una soluzione immagine della stessa:

2 2 2 2 2
G'(r,&,ro,éo):G(R ,0,1,,0, j—%ln\/(R—cosﬁ—rocoseoJ +(R—sin9—rosin90]

T r r

Sottraendo le due si ottiene una funzione di Green che si annulla sul cerchio, e che sara buona per
condizioni di Dirichlet:

12



G(r,@,ro,é’o):iln\/(rcose—ro cosd,) +(rsin@—r,sin6, )’ —

2 2 2 2
—Lln\/(R—cosﬁ —7, cos@oj +(R—sin9 —7, sin@oj
2 r r

Sommando invece si ottiene una funzione di Green la cui derivata si annulla sul cerchio, per
condizioni di Neumann:

G(r,@,r0,00)=iln\/(rcosé—ro 00500)2 +(rsin@—7,sing, )’ +

2 2 2 2
+Lln\/(R—c050 -, cos@oJ +(R—sin6’ -, sin@OJ

27 r 7

ESERCIZIO 7

Si consideri la situazione bidimensionale di una sorgente di portata g positiva posta a distanza s da
una parete: la forza subita dalla parete ¢ attrattiva o repulsiva?

Z

SOLUZIONE

Per prima cosa occorre trovare il potenziale della corrente in esame. Si pone la parete coincidente
con I’asse X e la sorgente nel punto (0, /).

La soluzione dell’equazione di Laplace che rispetta la condizione di non penetrazione sulla parete ¢
facilmente ottenibile con il metodo delle immagini: basta sommare al potenziale della sola sorgente
il potenziale di una sorgente uguale posta simmetricamente rispetto alla parete. In termini di
potenziale cinetico questo significa:

=91, (y—h)2 +x°
2r

¢sorgen te

gz):zilnﬂ(y—h)2 +x? +2iln\/(y+h)2 +x?
T T

E’ come se si fosse aggiunta una soluzione di Laplace per una sorgente posta in (0, - /).

In termini di potenziale complesso si puo scrivere:

F(z)= %(In(z +ih)+1n(z —ih))

13



I1 calcolo della forza richiede di calcolare la velocita in corrispondenza della parete (per
costruzione, ci sara solo la componente X o reale):

0
u(x,O) = a—f

q X

7 h?+x*

_4q X N X
=0 27 (y—h)2+x2 (y+h)2+x2 o

da cui la pressione, tramite il teorema di Bernoulli nella sua forma piu generale:

Poo"‘%/?"i :p+%pv2 :p:pw—%puz (siricordichev, =0)

La forza totale esercitata sulla parete sara pari all’integrale di tale pressione per la normale lungo la
parete stessa; chiaramente data la giacitura della parete la forza sara solamente verticale. L’integrale

conterrebbe il contributo di pressione di p_ , ma tale contributo non ha senso “fisico”, perché deriva
solo dal fatto che il dominio della soluzione di Laplace trovata ¢ solo il semipiano positivo. In
effetti, da un punto di vista “fisico” si puo pensare che sotto la parete ci sia una pressione paria p,_

che annulli I’effetto della p_ sopra. Pertanto:
F, = U:{— %puzy dlj doven dl =i dy —idx (la normale esce dal fluido) =
y

+00

1 5 5 2 arctan(zj 5
Fy:_.[ m(__puzjdx:pqz = 2dx:pq2 - 2x 2 :pqz(l+lj:
-\ 2 P A 2 2r?+x?)| 227\ 4k 4k
2
Py
Y dhrm

La forza trovata ¢ rivolta verso 1’alto: quindi la parete ¢ attratta dalla sorgente, e la sorgente a sua
volta ¢ attratta dalla parete (“effetto suolo”).

ESERCIZIO 8

Si consideri la situazione bidimensionale di una sorgente di portata g positiva posta nell’origine in
una corrente asintotica orizzontale v : determinare 1’equazione della curva lungo la quale vale la

non penetrazione e, immaginando di sostituirvi una parete solida, verificare che la resistenza ¢
nulla.

SOLUZIONE

Si puo subito scrivere il potenziale cinetico e la funzione di corrente della situazione descritta:

¢:vwx+ilnr
Vs

q
=v,y+—40
Y=v,y .

14



Data la simmetria del problema rispetto all’asse X, si puo ipotizzare che la linea di corrente che
finisce nel punto di ristagno e che poi si biforchi descrivendo il contorno solido sia quella che parte
da meno infinito coincidente con 1’asse X. Si cerca dunque il punto di ristagno, trovando la velocita:

0 =vwrcose+ilnr
2r

v=Vop :(vw cos0+i}9—vw sinf @
2nr

che si annulla per
O=r

q

r=——=ua
27y

00

Si individua la linea di corrente corrispondente, e la curva del contorno:

q
===
v 2

q q
= =vy_y+—0 oppure
) oV Py pp

'

vwrsinﬁ'—iﬁ'zozw”zi ng'

2r 2nv, sin

ponendo @ =7 —6'

Facendo tendere @a 0 e a 2 si trovano 1 limiti estremi del contorno

se9—>0:>y—>i:

v

0

q

")

y+2iH:>
4 se9—>0:>y—>—i:—h
\%

o0

Si tratta di un corpo affusolato che si estende in direzione Y da —h a +h.

Per il calcolo della forza aecrodinamica ¢ necessario valutare la pressione sul contorno, mediante il
teorema di Bernoulli nella sua forma piu generale:

2
P=n, +§(vi —vz):pm +§(vfo —(vw c059+£] +(v, sin@)zJ:

1%
- = + —| —
P=P 2(

=p,——
ar 47°r? ” ar 47°r?

2
pl  v,gcosl q’
=, —=|+ +
pconmrnn ®© 2( p/r 47[27'2J

v,qcosd ¢’ j p(+qucosﬁ+ q° ]

Si integra la pressione per ottenere la forza; si trascura il contributo di p_ che non ha significato
fisico (si ricordi: dy = h d6’):

15



- d
2| g @ L ¢ 0 |77 2 LTe T

' 2 . ' a2
F :J- hpl  v,qcosd q _ pqvooJ- (sm29 _sin"0 ]d@'zo

: 2 . 2
2nv, sin@' 47[2‘,00 sin“@'

quest’ultimo integrale ¢ calcolabile per via numerica.

ESERCIZIO 9
Si consideri la situazione bidimensionale schematizzata in figura, di portate finite entranti in punti

del cerchio unitario. Scrivere le condizioni al contorno e risolvere la corrente all’interno con la
formula di Schwarz
T1

1/3

Tz/s

SOLUZIONE

La condizione al contorno presentata si pud formalizzare come:

,1<r,0):v,(1,e>=5(@)—§5(e_§)_35(9_3_nj

3 2

utilizzando le coordinate polari con origine nel centro del cerchio.

v

r

E’ noto che:

. Lov
r 060
oy

v =

¢ or

Pertanto la condizione puo diventare:

1 pﬂ0<9<%ﬂ

1 3
per—r<0<—r
2 2

per§ﬂ<¢9<2ﬂ

E’ nota la formula di Schwarz del potenziale complesso per il problema interno:
1 z+2z,dz
Flay) = frel(p(2) 0 e

zZ—2z, 2

16



Tuttavia la condizione trovata riguarda la funzione di corrente, pertanto la parte immaginaria del
potenziale complesso. Con un banale trucco pero ci si puo ricondurre alla formula nota: infatti se ¢
vero che:

Im(F)=—Re(iF)

allora si potra dire che

(e ) P2 )= L () 2

z—2z, z 2 z—2z, z

Si consideri inoltre che (sul cerchio unitario):

z=¢’ = dz=ie’d0 =izd0 = &z =id0
z
Si puo procedere dunque all’integrazione:

- i0
ZO :_J«zﬁ z+Z0 dz 1 27zg(9)e + 2z, ld@-—rﬁg(é{ 126 —leQ—
-z, z 20 e

27r° e’ -z,

. a i0 i0 )
S ﬁe ~1|d6+ —j 2 d0=ii+{lln(e’9—zo)}
27 *0 -z, -2z, 12 V4 0

F(zo)zii+lln ) O (B
12 n \l-z,) 3« i—2z,

ESERCIZIO 10

S
+
|
i
=]
(BN.
Y
|
N
(=}
L,
| .\,‘

Determinare I’espressione del laplaciano in coordinate paraboliche piane:

x=s5" -t

y=2st
Risolvere quindi I’equazione di Laplace nelle sopradette coordinate.
SOLUZIONE
E’ necessario procedere alla trasformazione delle derivate seconde:
6_2_28 OJs 0 6t8+8s6+6t8 6t8+8s6
ox> ox\ox) oxos\axor oxos) oxotloxor oxos
a_z_iﬁ 0s 0 8t6+6s6+6t6 8t6+6s6
oy> oyl oy 8)/&? oyot OyoOs) Oyot\oyot OyoOs

Il calcolo di @ @ g o non puo essere effettuato direttamente; infatti non si ha
ox’ oy ox Oy

I’espressione esplicita di s e ¢. Pertanto si dovra invertire la matrice Jacobiana della trasformazione:

17



o)

ox
a_sgds:dx_ZS—thS:ds_ 1 st dx
oy |\dt dy) |2t 2s | dr dt) 2(s2+22) -t s|\dy
os

per cui:

0° B s ﬁ —t ﬁ+ s 2 N —t E —t ﬁ+ S g
6x2_2(s2+t2)6s 2(s2+t2)6t 2(S2+t2)6s 2(s2+t2)6t 2(s2+t2)6t 2(s2+t2)8s

0’ B t 0 s 0 N t 0 N s 0 s 0 N t 0
oy’ 2(s2 +1 ) 0s 2(S2 +t ) ot 2(s2 +1’ ) Os 2(s2 +1 ) ot Z(S2 +1’ ) ot 2(s2 +1 ) Os
sommando le derivate per ottenere il laplaciano dei termini vengono semplificati (quelli con le
derivate miste):

V2 - s 0 s 0 N —t
2(sz+t2)8s 2(sz+t2)6s 2(5 +t) (s +1

)
N t ﬁ t ﬁ N s
2(S2+12)8S 2(S2+12)8S 2(s2+t ) 2S +t
3 K K 0? N t? 6 N
C2fs? ) 257 +e?)as? o2 Bs ) 2fs? +t) 2(s +2)or’ ot 42} o

N t t 0’ 3 ts a N s S 6_2_ ts 0 |_
2(s2+t2) 2(s2+t2)852 2(S2+t2)z Os 2(sz+t2) 2(52+t2)6t2 2(s2+t2)z o)
Sz-i-t2 62 4 S2+I2 8_2:

4(s2+zz)2 os” 4(s2+zz)Z or’

2 2
V= 21 2 a_2—'_6_2
4>+ o o
La soluzione dell’equazione di Laplace viene ad essere quindi facile quanto quella in coordinate

cartesiane:
2 2 2 2
Vip= 21 : 8(/) (o) Ojﬁ_gzo+6(§):0
Ao )\ o o os® o
Si ipotizza I’esistenza di una soluzione elementare del tipo:
0*(s.1)=5(s)T(t)
per cui si ha:
2 2 2 2 2
d (SZT)+6 (SzT):O:Td ;9+Sd 2T: 1S 1 d’s _
Os ot ds dt S ds’ T dt

La prosecuzione ¢ analoga al caso cartesiano (si veda I’esercizio 1), e porta alla soluzione generale:

go(s,t):f:(Cl(a) @ “”+C( ) o ‘"’+C( ) as ‘”+C( ) ””e“"’)da+(cls+cz)(c3t+c4)

18



ESERCIZIO 11

Calcolare le caratteristiche del profilo sottile (sull’asse x, tra 0 e 1) definito da:

{yD =—g(1-x) dorso

Vy = —g(l - x) ventre

SOLUZIONE

Si comincia col separare i contributi simmetrici (linea media) e antisimmetrici (spessore):

Yoty 1, 3
=2 =—g —x" ——x+2
Yim > (2 > J

2
Ysp =Vp =Wy =_€(x _x)
da cui, tramite i risultati noti, ¢ possibile ottenere la definizione del problema (le velocita sono
adimensionali):

)= ) (3 {vsp(x)=0

perO<x<1
o)=L () =0
S 2 dx 2

perO<x<1

Si esamina per primo il risultato dello spessore. Dalla formula di Hilbert si ha (si ricordi che
I’integrale € un integrale in parte principale secondo Cauchy):

dx = £(1+(x0 —lJln
V4 2

(la corretta soluzione dell’integrale avrebbe richiesto I’isolamento della singolarita, ma ¢ noto che
essa non da contributo).

1-x,

Ugsp xo LLGI rx 2dx—— jl+

0 X=X,

Xo

L’esame del problema della linea media ¢ pitu complesso, e richiede, date le condizioni miste, 1’uso
del metodo di Hilbert, che da la velocita complessa:

3
—v x) 1-x x Y7o

WLMXO ’[ 1-x xLMx dx = 0-[ 1-x x- xd)C
0

dove I’ 1ntegra1e ¢ ancora un integrale in parte prmmpale secondo Cauchy. La soluzione puo essere
ricavata facilmente con una considerazione sui residui. Dato che la velocita v di linea media ¢
simmetrica, tale integrale ¢ esattamente la meta volte 1’integrale su percorso chiuso attorno al
segmento che va da 0 a 1, compiuto a distanza infinitesima da esso. Pertanto ¢ possibile applicare il
teorema dei residui:

3
’l X, _5
i) = 27 § -z z-— xodz

19



Le singolarita coinvolte sono due, quella in 1 e quella in x. Quindi il cammino attorno al profilo
puo essere separato in due cammini, uno attorno alla prima singolarita ed uno attorno alla seconda.
Sviluppando I’integranda si ottiene:
- singolarita in 1:

3

| z Z_E:
l-z z—x,
siad =l-z=>z=1-¢
1 I I
_ Jl=¢ _4_5 —f1-L 2(§+lj(§—l+x ) =i -1 ’ LI PO 71:
¢ —¢Hl-x ¢ 2 ' 4 2¢ 4

=(1—ll+...][1+ll][1— X 1 +J =(— X 1 +...j:>RESIDUO=—xO +1
2¢ 24 g ¢

- singolarita in xo:

3

z—>
Jz 2. 1 (z—i)/ z :RESIDUOz(xO—éj 0
l-zz-x, z-x, 2)V1-z 2)\1-x,

E dunque:

1- [. 3
T ol
0 0

L () ({ 1-x, (x, _1)+i(x0 —%jj

Xo

Si noti che la parte immaginaria (che ¢ I’opposto della velocita orizzontale) rispetta la condizione al
contorno.

I1 coefficiente di pressione ¢ —2u, e puo essere calcolato ricordando la simmetria del problema:
{c PDORSO — —2U porso = _Z(MLM + uSP)

C VENTRE = 2Wypnrre = _2(_ Upy + uSP)

c,=4u,, = 481/1_Tx(x—1)

Si possono inoltre calcolare:
- angolo di portanza nulla:

2 ¢l X 2& ¢l 3 X 3
a,=—|v 1/—dx:— —x+— | |—dx=—¢
0 IZJ‘O M\ 1=x V4 0( 2) 1-x 4

- angolo di Theodorsen:

1 o 1 X
SRELY (VLY (N SN

V4 Oqlxil—xi V4 Oqlxil—xi

- coefficiente di momento:

20



1 / X 1 1( 3 by 1 T
cm:—4J.0VLM E(X—Ejdx:—“é‘jo(a—x} E(X—Ejdxzzg

Si noti come tutti i risultati siano lineari in &

ESERCIZIO 12
Calcolare la linea media del profilo sottile (sull’asse x, tra 0 e 1) con:

Coventre = € pporso = 1-x

SOLUZIONE

E’ noto che:

¢, =—2u
per cui ¢ immediato trovare la condizione per la u tra 0 e 1. Data I’antisimmetria del problema, al di

fuori di tale segmento la velocita u sara nulla; pertanto sara possibile usare la formula di Hilbert:

1
1w () 2 9 1 ¢ xo—11), 1
VLM(XO)_;.[OXLM—x j d 27[.[0 1+x0_x0 X—E 1+(X0—1)11'1
e dunque, ricordando che:

_dl)
)= L)

si avra:

1-x,

Xo

X

1 X0 1_
)= [ 1Dl

X

1 1 1 1 1
jdng((l—xo)z(zln(l—xo)—zj—xg(zlnxo—Zj+x0 1nxoj

ESERCIZIO 13

Calcolare la linea media e angolo di Theodorsen del profilo sottile (sull’asse x, tra 0 e 1) con:

Coventre = € pporso = 1

SOLUZIONE

E’ noto che:

c, =-2u

per cui ¢ immediato trovare la condizione per la u tra 0 e 1. Data I’antisimmetria del problema, al di
fuori di tale segmento la velocita u sara nulla; pertanto sara possibile usare la formula di Hilbert:

|

Xo

1y, (x 5 I o1 _ 1
P xo J.Ox X, 2ﬂj.0x—x0dx_27z(ln

1-x,

e dunque, ricordando che:
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Ay

Vim (x) = dx
si avra:
1 X0 1
IMENE Z'[O lnﬁdx = Z(xo Inx, +(1-x,)In(1 - x,))

Quanto all’angolo di Theodorsen, sara:

1nl—x

L vy, I e X
“ ﬂjo Jx(l-x) o '[0 x(1-x) )

Tale integrale sembra essere di difficile soluzione, ma si provi ad operare la sostituzione:

1
X=x+—
2
per cui diventa:
1
X +5
In o T
1 2l
2 1

essendo I’integranda funzione dispari integrata su intervallo simmetrico, sara:
an =0

ESERCIZIO 14

Calcolare le espressioni del momento di rollio e di imbardata in funzione della circolazione per 1’ala
tridimensionale con il modello della linea portante di Prandtl.

y

SOLUZIONE
Si ipotizza I’ala disposta parallelamente all’asse Z, che si estende da —4 a +4.

Si ricordino le espressioni per portanza e resistenza indotta, ricavate da considerazioni sul piano di
Trefttz:
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L=pv, fA [(z)dz

D, =2 [ M=)z

La trasformazione fra la soluzione “prototipo” del cerchio in variabile complessa e la traccia della
scia sul piano di Trefftz ¢ tale che:

z=AcosO = dz=-A4sin0 dO

esprimendo quindi il potenziale secondo il suo sviluppo di Fourier si ha:

= 3°b, sin(n6) = T(0) = 29(6) =23 b, sin(n6)

n=1 n=1

In questo modo I’espressione della velocita verticale sul piano di Trefftz in corrispondenza della
traccia della scia ¢ data da:

o2)= —i nb, sin(n0)

‘= Asind

Momento di rollio
In questo modo viene indicato il momento attorno all’asse X; vale che:
dM = —zdL =

=M, =—pv, j_AA T(z)dz =—pv, jO”Acos 0[§ 2b, sin(né?)JA sin@ do =
n=1

__1 pvazLﬁ sin(ZQ{Z“%ﬂ sin(n 9)) do

2

Ricordando la proprieta di ortogonalita delle sinusoidi si ottiene subito il risultato; infatti I’integrale
del prodotto dei seni da sempre 0 tranne che per n = 2:

M, = —%,avm/lzb2

Momento di imbardata
In questo modo viene indicato il momento attorno all’asse Y; vale che:
dM , =zdD, =

:——pj dz——pj ACOS@(Z?J) sin nﬁ)jg%z(gqe)flsine do =

= pA jo”cos Q[iimbmbn sin(m&)sin(n@)j do

n=1 m=1

Dalla trigonometria ¢ noto che:
sin(m@)sin(n0) = %(cos((m —n)8)—cos((m+n)o))

per cui si avra:

M, = %pAJj cos Gtiimbmbn (cos((m —n)@)—cos((m + n)@))j do

n=1 m=1
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Data I’ortogonalita dei coseni, si avranno risultati diversi da zero solo perm —n =1, perm —n =—1

e per m + n = 1. Quest’ultima eventualita perd non si puo verificare dato che entrambi gli indici
partono da uno, pertanto resteranno solo i contributi del primo coseno:

M, = o 34 ) S0

n=1 n=1

I1 primo termine della seconda sommatoria non c¢’¢ perché ¢ nullo (n — 1) per cui si pud operare un

cambiamento di indice e far partire la sommatoria da 2:

~+00 ~+00 ~+00

2 ((n=1b,5,)= 2 ((n=1b,.5,)= 2 (nb,h,..)
e infine:

M, = %pAZ@n +1b,.,

n=1

Coefficienti
Si ricordino le definizioni di allungamento e corda media:

44°

E=

Coefficiente di rollio:

T 2
M, P s,
A 1, 4424  8Av,
7pvooSC 7PVOOSC Vo R
2 2 E E

Coefficiente di imbardata:

v ZpAf(zn +1)b,..b, nAf(zn +1)b,.,b,  7E’ f(zn +1)b,.,b,
c[ — Y - n=I - _ n=1 __ =l
Lpvise Lpvzse o2 44724 164%,
2 2 E E

ESERCIZIO 15

Calcolare le espressioni di portanza e resistenza indotta per 1’ala tridimensionale con il modello
della linea portante di Prandtl per le tre seguenti distribuzioni di circolazione:

A A A

r, T, r

S

-A A -A A -A A
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SOLUZIONE

Si ricordino le espressioni per portanza e resistenza indotta, ricavate da considerazioni sul piano di
Trefftz:

L= pvwf [(z)dz

D, =2 [ M=)z

L’espressione della velocita verticale sul piano di Trefftz in corrispondenza della traccia della scia ¢
data da:

e[ )L

4 dz z-z,

Prima distribuzione
La legge di tale distribuzione puo essere schematizzata con la somma di due funzioni scalino:
F(z) =T, (sca(z + A)— sca(z - A))
Per cui:
A
Ll = pr.[—AF(Z)dZ = 2pvooAF0

Il calcolo della velocita richiede la derivata della funzione scalino; si ricordi che essa € la delta di
Dirac:

v(zo) 1 Adf( );dzzg—;ﬁ(é‘(2+A)—5(z—A)) 1 dz:i( 1 ]

274 dz z-2z, z-2z, 2r\—-A-z, A-z,

_ P — prz ! ! 1 -
D, __EI—AF(Z)V(Z)dZ__ 47; I-A(—A—Z_A—Zjdz_+w

Seconda distribuzione
La legge di tale distribuzione puo essere schematizzata con una funzione a due tratti:

F0(1+§j per—A<z<0

F(z):

z
Fo(l—zj perO<z< 4

Per cui:

L, =pv, j [(z)dz = pv, AT,

V(ZO) ’ dr( );dZIE lJ.O ;dz_l 4 1 dz | = 1—‘0 In | Z() |
27T dz 275 2\ 4 _AZ_ZO A OZ_ZO 27A ‘(A-FZO)(A Zo)‘

:——I Z)v dz =

{12 o L2 )
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2

Py (o z° 4 z
o e — | In———d
4r UAH(AH)(A_Z) =] SRS I

0z z iz z
+I —ln——j —In—~——dz

44 (A+z)Ad-z) P4 (4+z)4-2)
I primi pezzi di integrale riguardano una funzione pari, pertanto data la simmetria rispetto
all’origine essi sono uguali e possono essere sommati; gli ultimi due riguardano una funzione

dispari e sono I’uno I’opposto dell’altro, pertanto dato il segno negativo davanti al secondo possono
anch’essi essere sommati. Si ha quindi:

p, L% jAln z dz—inan—de
2oz M (A+zfd-z) b4 (4+z)a-2)

Nel calcolo della resistenza compaiono numerosi integrali; si ricordano di seguito le primitive:

J.lnxdx:xlnx—erc

J.xlnx dx:lx2 lnx—lx2 +c
2 4

omettendzo 1 calcoli si trova che:
[

D, =20 1n2=0,22pr7
T

Terza distribuzione
La legge di tale distribuzione ¢ quella ellittica, per la quale i risultati sono gia noti dalla teoria:

Ly=pv,| ()= %pval—‘o

A
D, = —g " T(2(z)dz = % pv, AT,
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